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Schemat układu 

 

Dane: 
m1= 140 kg 

m2 = 240 kg 

P(t) = Psin(pt) 

P = 12 kN 

p = 83 Hz 

Przekrój dwuteowy 180 

 I = 1450 cm4 

 E = 210 GPa 

 wx = 161 cm3 

Stopień swobody dynamicznej układu 

 



Drgania swobodne – siły działające na układ 

 

Równania ruchu 
 

 
                         
                         

  

                 

                  

              

             
          

              
          

Przyjęto masę porównawczą:   m = 10 kg 

       

       

 
               

              
 

               
              

 
  

      
     

  
   

gdzie        - wykresy momentów zginających od jednostkowych sił B1 i B2. 

Układ jest statycznie niewyznaczalny – wykresy momentów zginających wyznaczymy metodą sił. 



Wyznaczenie wykresu M1 metodą sił 

Schemat zadania do rozwiązania: 

 

 

 

 

 

 

 

Układ podstawowy metody sił 

 

 

 

 

 

 

Stan  X1=1 

 

 

 

 

 

Stan P 

 

 

 

 

 

    
 

  
       

 

 
       

 

 
    

     

  
 



    
 

  
 
 

 
             

 

 
       

 

 
    

     

  
 

             

          

 

 

Wyznaczenie wykresu M2 metodą sił 

Schemat zadania do rozwiązania: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



Układ podstawowy metody sił 

 

Stan X1=1 

 

 

 

 

 

 

 

Stan P 

 

 

    
 

  
       

 

 
       

 

 
    

     

  
 

    
 

  
 
 

 
       

 

 
       

 

 
    

     

  
 

             

          

 

 



 

 

Współczynnik δik potrzebne do rozwiązania równań ruchu obliczamy metodą prac wirtualnych. Dla 

uproszczenia obliczeń wykorzystujemy twierdzenie redukcyjne. 

     
    

 

  
    

  
   

 

  
  

 
 

  
 
 

 
           

 

 
    

 

 
         

 

 
             

 

 
          

 
 

 
    

     

  
 

     
    

 

  
    

  
   

 

  
  

 
 

  
 
 

 
           

 

 
    

 

 
         

 

 
   

 

 
           

 

 
    

     

  
 

         
  

   

  
    

  
   

 

  
  

 
 

  
 
 

 
           

 

 
    

 

 
         

 

 
             

 

 
         

 

 

   
 

 
       

 

 
        

     

  
 

  



Do układu równań dynamicznych podstawiamy współczynniki δik oraz wprowadzamy stałą: 

  
   

  
 

 
                              
                              

  

 
                        
                        

  

 
                         

                          
  

Otrzymano układ równań jednorodnych, który ma rozwiązanie jeżeli: 

 
                 
                 

    

Korzystamy z programy UPW i otrzymujemy wartości charakterystyczne: 

           

           

Obliczenie częstości drgań własnych 
 

  
   

  
    

   

 
 

                          

                                 

         
   

 
 

         
   

 
 

Sprawdzenie czy układ znajduje się w strefie rezonansowej 
 

     
 

 
      

                     
    

 
 

 

  
        

 

  
       

Wniosek: Układ znajduje się poza strefą rezonansową.  



Postacie drgań własnych 

I postać 
          

  
    

                                  
    

  
         

 

 

II postać 
         

  
    

                                
    

  
           

 

Warunek ortogonalności drgań 
 

     
 
  
    

                                  

  



Drgania wymuszone 

Siły działające na układ 

 

          

               

        
   

 
 

Równania ruchu 

 
                               
                               

  

                 

                  

                 

            
          

             
          

             
          

              
          

                     

                

                 
               

                 
          

               

Przyjmujemy masę porównawczą: m=10kg 

       

       

 

 



Po podstawieniu otrzymujemy: 

 
                

                 
 

                
                 

 
  

Korzystamy ze wcześniej obliczonych współczynników: 

 
   

      

  
          

     
     

  
         

 

   
     

  
          

     
      

  
         

 

  

 
                               

                                

  

                  

                 

Siły dynamiczne 

                
                     

                 
          

Dla           otrzymujemy: 

                  

                   

Dla            otrzymujemy: 

                   

                 

Rozwiązujemy układ od sił dynamicznych dla          . Dla            wykres momentów 

zginających będzie odbiciem lustrzanym względem osi prętów. 

 

 

 

 



Układ podstawowy metody sił 

 

Stan X1=1 

 

Stan P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    
 

  
 
 

 
                   

 

 
           

 

 
             

 

 
 
 

 
    

    

  
 

    
     

  
 

            

             

 

Obwiednia momentów dynamicznych 

 

Obciążenie statyczne siłami ciężkości 

 



Układ podstawowy metody sił 

 

Stan X1=1 

 

 

 

 

 

Stan P 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
 

  
 
 

 
         

 

 
         

 

 
          

 

 
          

 

 
    

     

  
 

    
     

  
 

             

             



 

 

 

 

 

 

 

 

Sprawdzenie warunku nośności 

Szukamy maksymalnego momentu uwzględniając współczynniki obliczeniowe 

                            

                            

                            

Maksymalne naprężenie 

  
      

    
 
   

     
     

    
 
    

           
  

               

             

       


