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WYZNACZANIE SIŁ WEWNĘTRZNYCH 

W KRATOWNICACH STATYCZNIE WYZNACZALNYCH

Termin oddania:   30.01.2025

dodatnia wartość siły oznacza, że ma ona zwrot zgodny ze zwrotem osi układu współrzędnych 

zaznaczonego przy schemacie kratownicy, ujemna - przeciwny

25

obliczenie reakcji + sprawdzenie + zestawienie sił czynnych i biernych 

działających na układ (z rzeczywistymi zwrotami)

z równań równowagi dla lewej części kratownicy

z równań równowagi dla prawej części kratownicy (sprawdzenie)

oraz

6.

Zwymiarowany rysunek schematu statycznego zadanej kratownicy (w skali, 

z przyjętymi do obliczeń oznaczeniami)

Analiza kinematyczna

Analiza statyczna
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3.

zestawienie wyników (schemat kratownicy + siły czynne i bierne + siły 

normalne w prętach)

oraz porównanie wyników z metodą równoważenia węzłów
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wyznaczenie sił we wszystkich prętach kratownicy metodą równoważenia 
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Analiza kinematyczna 

Warunek konieczny geometrycznej niezmienności  
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S1 

 
𝑝 = 2 ∙ 𝑤 − 𝑟 

 
 gdzie: 𝑝 – liczba prętów kratownicy; 

  𝑤 – liczba węzłów kratownicy; 

  𝑟 – liczba stopni swobody odebranych przez podpory. 

 
Analizowana kratownica składa się z 17 prętów, 10 węzłów. W układzie występują: 
podpora przegubowo – przesuwna, odbierająca jeden stopień swobody oraz podpora 
przegubowo – nieprzesuwna, odbierająca dwa stopnie swobody, zatem: 
 

17 = 2 ∙ 10 − 3 
17 = 17 

𝐿 = 𝑃 
 
Warunek konieczny geometrycznej niezmienności jest spełniony. Należy w tym 
momencie sprawdzić jeszcze warunek dostateczny geometrycznej niezmienności. 
 

Warunek dostateczny geometrycznej niezmienności  
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S1 

 
Kratownica ma strukturę złożoną z trójkątów, zatem jest to kratownica o strukturze 
prostej, w której wszystkie pręty można zastąpić jedną tarczą zastępczą. Tarcza 
zastępcza podparta jest w punkcie A za pomocą podpory przegubowo – nieprzesuwnej 
oraz w punkcie B za pomocą podpory przegubowo – przesuwnej. Kierunki reakcji 
podpór (prętów) nie przecinają się w jednym punkcie, zatem tarcza ta poprzez 
odebranie 3 stopni swobody jest geometrycznie niezmienna. 
 
Warunek dostateczny geometrycznej niezmienności jest spełniony. 
 

Wniosek      
Warunek konieczny oraz dostateczny geometrycznej niezmienności jest spełniony, 
zatem cała kratownica jest geometrycznie niezmienna. Ponieważ jednocześnie 
równanie (1) jest spełnione, to układ jest również statycznie wyznaczalny. 

(1) 
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Analiza statyczna 

Algorytm 
 

Σ𝑌 = 0 ⟹ 𝑽𝑨 
Σ𝑀஺ = 0 ⟹ 𝑹𝑩 
Σ𝑋 = 0 ⟹ 𝑯𝑨 

Sprawdzenie globalne 
Σ𝑀ହ = 0 

 
 

Obliczenia 
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S2 

 
𝚺𝒀 = 𝟎: −𝑉஺ − 5 − 13 = 0 
 𝑉஺ = −18,00 𝑘𝑁 

 
 

𝚺𝑴𝑨 = 𝟎: 1,00 ∙ 𝑅஻ − 1,6 ∙ 𝐶 − 2,4 ∙ 𝐷 = 0 
 𝑅஻ = 1,6 ∙ 5,000 + 2,4 ∙ 13,00 
 𝑅஻ = 39,2 𝑘𝑁 

 
 

𝚺𝑿 = 𝟎: 𝐻஺ + 39,20 − 10,00 = 0 
 𝐻஺ = −29,20 𝑘𝑁 

 
 

Sprawdzenie globalne 
 
 

𝚺𝑴𝟓 = 𝟎: 1,00 ∙ 𝐸 + 0,8 ∙ 𝐷 + 1,6 ∙ 𝐶 + 𝑉஺ ∙ 3,2 − 𝐻஺ ∙ 1,00 = 0 
 1,00 ∙ 10 + 0,8 ∙ 13 + 1,6 ∙ 5 − 18 ∙ 3,2 + 29,2 ∙ 1,00 = 0 
 0 = 0 
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Analiza sił w prętach 
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S4 

 

 

𝑥ଶ = 0,8ଶ + 1,0ଶ 
𝑥 = 1,281 

sin 𝛼 =
1,0

1,281
= 0,7806 

cos 𝛼 =
0,8

1,281
= 0,6245 

 
 

Węzeł nr: 1 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: 𝑅ଵ଺ = 0 

𝚺𝐗 = 𝟎: 𝑅ଵଶ + 39,2 = 0 
𝑅ଵଶ = −39,20 𝑘𝑁 

 

 

Węzeł nr: 6 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: −18 + 𝑅ଶ଺ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ଶ଺ =
18

0,7806
 

𝑅ଶ଺ = 23,06 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: −29,2 + 𝑅଺଻ + 𝑅ଶ଺ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅଺଻ = 29,2 − 23,06 ∙ 0,6245 
𝑅଺଻ = 14,80 𝑘𝑁 

 
 

Węzeł nr: 2 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: −𝑅ଶ଻ − 𝑅ଶ଺ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ଶ଻ = −23,06 ∙ 0,7806 

𝑅ଶ଻ = −18,00 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: 39,2 + 𝑅ଶଷ − 𝑅ଶ଺ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅ଶଷ = −39,2 + 23,06 ∙ 0,6245 
𝑅ଶଷ = −24,80 𝑘𝑁 
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Węzeł nr: 7 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: 𝑅ଶ଻ + 𝑅ଷ଻ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ଷ଻ =
18,00

0,7806
 

𝑅ଷ଻ = 23,06 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: −𝑅଺଻ + 𝑅଻଼ + 𝑅ଷ଻ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅଻଼ = 24,80 − 23,06 ∙ 0,6245 
𝑅଻଼ = 0,399 𝑘𝑁 

 
 

Węzeł nr: 3 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: −𝑅ଷ଼ − 𝑅ଷ଻ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ଷ଼ = −23,06 ∙ 0,7806 

𝑅ଷ଼ = −18,00 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: −𝑅ଶଷ + 𝑅ଷସ − 𝑅ଷ଻ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅ଷସ = −24,80 + 23,06 ∙ 0,6245 
𝑅ଷସ = −10,40 𝑘𝑁 

 
 

Węzeł nr: 8 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: 𝑅ଷ଼ + 5 + 𝑅ସ଼ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ସ଼ =
18,00 − 5

0,7806
 

𝑅ସ଼ = 16,65 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: −𝑅଻଼ + 𝑅଼ଽ + 𝑅ସ଼ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅଼ଽ = 0,399 − 16,65 ∙ 0,6245 
𝑅଼ଽ = −10,00 𝑘𝑁 
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Węzeł nr: 4 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: −𝑅ସ଼ ∙ sin 𝛼 − 𝑅ସଽ = 0 

𝑅ସଽ = −16,65 ∙ 0,7806 

𝑅ସଽ = −13,00 𝑘𝑁 

𝚺𝐗 = 𝟎: −𝑅ଷସ − 𝑅ସ଼ ∙ cos 𝛼 + 𝑅ସହ = 0 
𝑅ସହ = −10,00 + 16,65 ∙ 0,6245 
𝑅ସହ ≈ 0 

 
 

Węzeł nr: 9 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: 𝑅ସଽ + 13 + 𝑅ହଽ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ହଽ =
13,00 − 13,00

0,7806
 

𝑅ହଽ = 0 

𝚺𝐗 = 𝟎: −𝑅଼ଽ + 𝑅ଽଵ଴ + 𝑅ହଽ ∙ cos 𝛼 = 0 
𝑅ଽଵ଴ = −10,00 − 0 ∙ 0,6245 
𝑅ଽଵ଴ = −10,00 𝑘𝑁 

 
 

Węzeł nr: 5 

 

𝚺𝐘 = 𝟎: −𝑅ହଵ଴ − 𝑅ହଽ ∙ sin 𝛼 = 0 

𝑅ହଵ଴ = 0 
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Analiza sił w prętach metodą Rittera 
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S3 

 
 

Pręt nr: 2-3 Przekrój: 𝜶: 𝜶 

 
𝚺𝑴𝑹ି𝟏 = 𝟎: −0,8 ∙ 18 + 1,0 ∙ 𝑅ଶଷ + 1,0 ∙ 39,2 = 0 
 𝑅ଶଷ = −39,2 + 0,8 ∙ 18 
 𝑅ଶଷ = −24,80 𝑘𝑁 → wynik zgodny z obliczeniami  
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Pręt nr: 4-8 Przekrój: 𝜷: 𝜷 

 
𝚺𝒀 = 𝟎: 13 − 𝑅ସ଼ ∙ sin 𝛼 = 0 

 
𝑅ସ଼ =

13

0,7806
 

 𝑅ସ଼ = 16,65 𝑘𝑁 → wynik zgodny z obliczeniami  
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Analiza kinematyczna 

Warunek konieczny geometrycznej niezmienności  
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S1 

 
𝑝 = 2 ∙ 𝑤 − 𝑟 

 
 gdzie: 𝑝 – liczba prętów kratownicy; 

  𝑤 – liczba węzłów kratownicy; 

  𝑟 – liczba stopni swobody odebranych przez podpory. 

 
Analizowana kratownica składa się z 21 prętów, 12 węzłów. W układzie występują: 
podpora przegubowo – przesuwna, odbierająca jeden stopień swobody oraz podpora 
przegubowo – nieprzesuwna, odbierająca dwa stopnie swobody, zatem: 
 

21 = 2 ∙ 12 − 3 
21 = 21 

𝐿 = 𝑃 
 
Warunek konieczny geometrycznej niezmienności jest spełniony. Należy w tym 
momencie sprawdzić jeszcze warunek dostateczny geometrycznej niezmienności. 
 

Warunek dostateczny geometrycznej niezmienności  
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S1 

 
Kratownica ma strukturę złożoną z trójkątów, zatem jest to kratownica o strukturze 
prostej, w której wszystkie pręty można zastąpić jedną tarczą zastępczą. Tarcza 
zastępcza podparta jest w punkcie A za pomocą podpory przegubowo – nieprzesuwnej 
oraz w punkcie B za pomocą podpory przegubowo – przesuwnej. Kierunki reakcji 
podpór (prętów) nie przecinają się w jednym punkcie, zatem tarcza ta poprzez 
odebranie 3 stopni swobody jest geometrycznie niezmienna. 
 
Warunek dostateczny geometrycznej niezmienności jest spełniony. 
 

Wniosek      
Warunek konieczny oraz dostateczny geometrycznej niezmienności jest spełniony, 
zatem cała kratownica jest geometrycznie niezmienna. Ponieważ jednocześnie 
równanie (1) jest spełnione, to układ jest również statycznie wyznaczalny. 
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Analiza statyczna 

Algorytm 
 

Σ𝑀஺ = 0 ⟹ 𝑹𝑩 
Σ𝑌 = 0 ⟹ 𝑽𝑨 
Σ𝑋 = 0 ⟹ 𝑯𝑨 

Sprawdzenie globalne 
Σ𝑀ହ = 0 

 
 

Obliczenia 
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S2 

 
𝚺𝑴𝑨 = 𝟎: −7,5 ∙ 𝑅஻ − 6,0 ∙ 𝐷 + 3,0 ∙ 𝐶 = 0 
 

𝑅஻ =
−6,0 ∙ 50 + 3,0 ∙ 35

7,5
 

 𝑅஻ = −26,00 𝑘𝑁 
 
 

 

𝚺𝒀 = 𝟎: 𝑉஺ − 35 + 50 − 26 = 0 
 𝑉஺ = 11,00 𝑘𝑁 
 
 

 

𝚺𝑿 = 𝟎: 𝐻஺ = 0 
 
 

Sprawdzenie globalne 
 
 

𝚺𝑴𝟓 = 𝟎: 1,5 ∙ 𝑅஻ − 3,0 ∙ 𝐶 + 6 ∙ 𝑉஺ = 0 
 1,5 ∙ 26 − 3,0 ∙ 35 + 6 ∙ 11 = 0 
 0 = 0 
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Analiza sił w prętach metodą Rittera 
Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S4 

 
 

Pręt nr: 4-10 Przekrój: 𝜶: 𝜶 
𝚺𝑴𝑹ି𝟏 = 𝟎: 7,0 ∙ 𝑅ସଵ଴ − 8,5 ∙ 35 + 11,0 ∙ 11,5 = 0 
 

𝑅ସଵ଴ =
8,5 ∙ 35 − 11,0 ∙ 11,5

7
 

 𝑅ସଵ଴ = 24,43 𝑘𝑁 
Sprawdzenie: 
𝚺𝑴𝑹ି𝟐 = 𝟎: −7,0 ∙ 𝑅ସଵ଴ + 5,5 ∙ 50 − 4,0 ∙ 26 = 0 
 

𝑅ସଵ଴ =
5,5 ∙ 50 − 4,0 ∙ 26

7
 

 𝑅ସଵ଴ = 24,43 𝑘𝑁 
 
 
 
 

 

𝑥ଶ = 0,3ଶ + 1,5ଶ 
𝑥 = 1,53 

sin 𝛼 =
1,5

1,53
= 0,9804 

cos 𝛼 =
0,3

1,53
= 0,1961 

sin 𝛽 =
0,3

1,53
= 0,1961 

cos 𝛽 =
1,5

1,53
= 0,9804 
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Rozpatrywać łącznie z rysunkiem S5 
 

Pręt nr: 4-5 Przekrój: 𝜷: 𝜷 
𝚺𝑴𝑹ି𝟑 = 𝟎: −1,5 ∙ 𝑅ସହ௬ + 1,4 ∙ 𝑅ସହ௫ − 3,0 ∙ 35 + 6,0 ∙ 11,0 = 0 
 −1,5 ∙ 𝑅ସହ ∙ cos 𝛼 + 1,4 ∙ 𝑅ସହ ∙ sin 𝛼 − 3,0 ∙ 35 + 6,0 ∙ 11,0 = 0 
 

𝑅ସହ =
39

1,078
 

 𝑅ସହ = 36,16 𝑘𝑁 
Sprawdzenie: 
𝚺𝑴𝑹ି𝟒 = 𝟎: 1,5 ∙ 26 − 1,1 ∙ 𝑅ସହ௫ = 0 
 1,5 ∙ 26 − 1,1 ∙ 𝑅ସହ ∙ cos 𝛽 = 0 
 

𝑅ସହ =
1,5 ∙ 26

1,1 ∙ 0,9804
 

 𝑅ସହ = 36,16 𝑘𝑁 
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